Disequazioni goniometriche

Disequazioni goniometriche

Disequazioni goniometriche elementari

a) Riprendiamo gli esempi che abbiamo fatto per le equazioni trasformandoli in disequazioni:

1
senx > —
2

5/61 / ‘\w/e

/ \ Le soluzioni saranno:

£+2kﬂ<x<§ﬂ+2kﬂ
6 6

) ) 1
Se invece devo risolvere: senx < —

le soluzioni possono essere scritte cosi:

—Zn+ 2kn<x<£+2k71
6 6

-7/ 6P/“\1T/ 6 oppure

\ %ﬂ+2kﬂ<x<%ﬂ+2kﬂ

oppure

2kiT< x < g +2kmrd %7T+ 2k1T< x <271+ 2k7T

) 5 7l
Attenzione: non ha senso scrivere g T+2kr< x< g +2kiT !
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1 .
b) cosx > 5 : le soluzioni sono:

—£+2kﬂ<x<£+2kﬂ
3 3

&,
o

N

<
w

-
NI

; .. 1 ;
Se invece dovessi risolvere cos x < 5 avrei:

-
L

c) tgx>1 - §+kﬂ<x<§+kﬂ

§+2kn<x<§n+2kn

2 |

s

J

. . 7l 71
Se invece devo risolvere 1gx <1 - _E +hkr<x< 7 + ki

g
Y,

oppure posso scrivere

kﬂSx<§+k7TD§+k7T<xSﬂ+kﬂ

-m1/2
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Disequazioni goniometriche riconducibili a disequazioni elementari
1) Come per le equazioni possiamo avere casi cosi:

VATER! . « 7, ..
a) sen| x—z >E: consideriamo X—Z tutto 1nsieme:

£+2kﬂ<x—£<§ﬂ+2kﬂ
6 4 6

5/611/--\1#6
i7T+ 2kir< x < 27T+ 2kt
12 12

A

b) c052x<l -
2

§+2kﬂ< 2x<§ﬂ+ 2k

7—T+kn<x<§n+kn
6 6

T
c) tg(3x—gj>l - 7_T+kn-<3x—7_T<7_T+k]T
4 6 2

i7T+k77< 3x<%7'[+k7'[
12 3

iﬂ+k7—T<x<2ﬂ+k7—T
9 3

2
36

s

N
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2)
a) sen*x + senx >0
senx(senx + 1) >0
senx <—10 senx >0
: [N
2kn<x<n+2kn
b) 2cos’ x+cosx <0

cos x(2cos x+ 1) <0

2

1 2/37 | —
—§<cosx<0

§+2kﬂ<x<§n+2knD%n+2kﬂ<x<%n+2kn 43—

NI

3/2m

c) \/gtgzx+tgx >0
tgx(\/gtgx - 1) >0

1
tgx<001gx>—

NE]

§+kﬂ<x<ﬂ+kﬂ con x¢§+kﬂ
e
T
d) 2sen’x —3cosx <0
2(1—cos2 x)—3cosx<0 |
2¢cos> x+3cosx—2>0 COSX<—2Dcosx>§

(cos x, , =T_5:> cosx=lD cosx =-2)

=
I

N

~
w

—§+2kn<x<§+2kn

-
NI
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e) |sen2x+cosx>0|
2senxcosx+cosx >0

cos x(2senx + 1) >0

Studio il segno dei singoli fattori del prodotto:

cosx>0 - /«

2senx+1>0 - senx > —%

Riporto i risultati tra O e 2 71 /- -\

7/6m 11/6m
+ + i
————————— 2senx+1
______________ cosX
0 /2 7/6m 32 11/6T 2T

Poiché voglio che il prodotto sia positivo avro:

2k x < g +2kmrd %n+ 2kT< x <%n+ 2k %IT+ k< x < 2m+2kir

COS x

L) e

2senx +1
Anche in questo caso studio il segno del numeratore e del denominatore e alla fine prendo le zone
dove ho una combinazione di segni che mi da risultato negativo.

N: cosx >0 — vedi sopra
D: 2senx+1>0 - vedi sopra

————————— 2senx+1

______________ cosX

0 /2 7/61r 3/21r 11/6m 2

§+2kﬂ<x<%ﬂ+2k7‘[[]%ﬂ+2kﬂ<x<l—6lﬂ+2kﬂ
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Osservazione: se devo studiare il segno di un prodotto o di un quoziente in cui compaiono
funzioni goniometriche di periodo diverso dovrd fare il grafico finale considerando il minimo
comune multiplo dei 2 periodi.

t
Esempio 1: &%

— 2 <0
2cosx—1

Eh
|/

D: 2cosx-1>0 - cosx>%

—T5/3m

___________________ 2cosx-1

tgx

0 w3 w2 m 3/2m 5/3m 2

§+ 2KIT< x < g + 2k 0 7T+ 2KIT< x <%n+ 2%k 0 §n+ 2KIT< x < 27T+ 2KIT

Esempio 2: |sen3x[tgx >0

Il minimo comune multiplo tra T, =§IT el,=me2n.

\ 2kn<3x<n+2kn
// gkﬂ<x<z+gkﬂ
3 3 3

sen3x >0

~

tgx >0

kﬂ<x<§+k7’[

e
y

0 w3 M2 23w i 4/3m 32w 53w 2m
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Disequazioni goniometriche di primo grado in seno e coseno

Riprendiamo I’esempio fatto per le equazioni lineari:

senx—cosx—1>0 (ma questa volta mettiamo >)
Sostituendo Y = senx avremo:
X =cosx

Y-X-1>0 - Y>X+1
X2+y?=1 X2+Y2:1

La parte di circonferenza goniometrica in cui i punti
hanno Y>X+1 ( semipiano ‘“sopra” alla retta y=x+1) ¢
Y=X+1 quella indicata in figura e quindi le soluzioni della
disequazione sono:
7l
/ - 5+2kﬂ<x<ﬂ+2k7’[

%"
2N

Y<X+1
Se avessimo dovuto risolvere: senx —cosx—1<0 - 5 5
X +Y =1
Y=X+1
/2 Le soluzioni possono essere scritte:

—ﬂ+2kﬂ<x<§+2kﬂ

oppure spezzando:

2kir< x < g + 2k 0 7T+ 2k7T< x < 27T+ 2k7T
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Importante

Mentre per le equazioni goniometriche lineari in cui manca il termine noto avevamo detto che
potevamo risolvere anche dividendo per cosx, nel caso delle disequazioni questo non puo essere
fatto poiché il coseno di un angolo non ¢ sempre positivo.

Consideriamo per esempio la disequazione:

Senx —cos x > ()|

Non possiamo dividere per cosx perché il segno del coseno varia.

Dobbiamo quindi necessariamente applicare il metodo grafico, sostituendo cioe
senx =Y; cosx =X e intersecando con la circonferenza goniometrica.

Y-X>0 Y>X
=
X*+Y?’=1 [X*+Y’=1

Possiamo disegnare facilmente la retta ¥ = X e quindi considerare in questo caso il semipiano
“sopra” alla retta poiché abbiamo Y > X: avremo quindi come parte della circonferenza
goniometrica quella evidenziata in figura.

Y=X

|

Y

In conclusione la soluzione della disequazione sara data da

£+2k77<x<§77+2k77
4 4
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Disequazioni goniometriche di secondo grado in seno e coseno
omogenee o riconducibili ad omogenee

Vediamo infine come si risolvono le disequazioni goniometriche di secondo grado in seno e
coseno.

a) |senx[osx+cos’ x>0

cos x(senx +cos x) >0
Studio il seno dei singoli fattori:

cosx >0 senx +cos x>0

f\ {Y+X>0—»Y>—X s
L YA

0 w2 3/4m 32 7/4m 21

Le soluzioni sono quindi

2k x < g + 2k %n+ 2kir< x < %n+ 2k %n+ k< x <2m+2krr

b) |sen’x+ (1 —x/g)yenx [Bos x —+/3cos’ x <0

1—cos2x
2

1° metodo: sostituiamo a sen’x =

1
senx [¢os x = Esean

, _l+cos2x
Cos X =——-—
2

e otteniamo: sen2x + (2 + \/g)cos 2x+1>0

Abbiamo quindi ottenuto una disequazione lineare ma 1’angolo ¢ 2x. Poniamo Y =sen2x,
X =cos2x.

Y+12+ X +1>0.....
Risolviamo.{ ( \/E) 0

X2+Y2:1 2/3m \
71 Q

—5+2k7T< 2x <%7T+ 2k

—g+kﬂ<x<g+kﬂ 90 2
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. g N .. . 7 N .
2° metodo: dividiamo per cos® x (& positivo) ma controlliamo se x = By + k71T ¢ soluzione della

. . . . 71 . <. .
disequazione. Sostituendo nell’equazione x = By + k7T abbiamo 1+0+0 che non ¢ minore di 0 e

.1 71 N .
quindi x = By + k7T non ¢ soluzione.

c)

tg2x+(l—\/§)fgx—\/§<0

—1<tgx<\/§

™/

—£+kn<x<£+kn
4 3

(come infatti avevamo gia trovato con il primo metodo)

-11/4

(3 +\/§)ven2x+ 2cos” x + (\/g —l)senx [dosx >3

Moltiplichiamo 3 per 1 =sen’x+cos’x e dividiamo poi per cos’x

sostituendo x = g +kT - 3+4/3 ede maggiore di 3= x = g + k7T ¢ soluzione.

Avremo V3igix+ (\/g - l}gx -1>0

1
tgx <-101gx >—

NG

Poiché x=§+kﬂ ¢ soluzione della

disequazione possiamo scrivere:

/41T

3 /6 g+kn<x<%n+kn
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ESERCIZI
DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE

Riprendiamo gli esercizi sulle equazioni goniometriche e trasformiamoli in disequazioni:

1) Risolvi le seguenti disequazioni goniometriche elementari:

1
a. senx > ——
2

b. cosx>

c. 1gx >\/§

o | &

d cosx<—

e. 1gx<-

Hsl‘ﬁwsl

f. senx<—-—

V2

—7—T+2kﬂ<x<zﬂ+2kﬂ
6 6

—7—T+2k7T<x<7—T+2kﬂ
6 6

7—T+k7T<x<7—T+k7T
3 2

§ﬂ+ 2kﬂ<x<z+2kﬂ
6 6

—7—T+kn<x<—7—T+k7T
2 6

§7T+2k7T<x<z+2kﬂ
4 4

2) Risolvi le seguenti disequazioni goniometriche riconducibili a disequazioni elementari:

b. cos(Zx +7—Tj > —l
6 2

c. t (x—ﬁj>—l
. 1g 3

d. sen2x<l1

e. cosl3x<-1

f. rgd4x< -3

92

%T+ k< x < T+ ZkH}

i+kﬂ<x<—+kﬂ}
12

T
—+km<x<-— n+kn}

|12
[x z—+ kﬂ}

3
3 3

_7_T+k7_T<x<_£+k_
8 4 12 4
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3) Risolvi le seguenti disequazioni goniometriche riconducibili a disequazioni elementari:

a) sen’x—senx >0 [n+2kn<x<2n+2kn |
2 2 2
b) 2cos“ x+3cosx+1>0 [—§ﬂ+2kﬂ<x<§ﬂ+2kﬂ]
) 3tg’x—dtgx+/3>0 [—§+kﬂ<x<§+kﬂﬂ§+kﬂ<x<§+kﬂ]
5 7l 7l 7l 7l
d) 2cos” x—cosx<0 [—E+2kﬂ<x<—§+2k7TD§+2k7T<x<E+2k7T]
e) 2sen’x+senx <0 [—%+2kﬂ<x<2kﬂD ﬂ+2kﬂ<x<%ﬂ+2kﬂ]
, 7 n
f) 2sen“x—3senx+1>0 [—g+2kﬂ<x<g+2kﬂ]
g) 1g°x+1gx <0 [—§+kﬂ<x<kﬂ]
2 7l 7l 5
h) /3tg2x+1gx >0 [k7T<x<E+k7'[DE+k7T<x<ng+k7T]
. ’ n 5
1) 2cos“x+cosx—1<0 [§+2kﬂSxS§7T+2k7T]
5 7l 7l
1) 3tg’x+23tgx-3<0 [—§+kITstg+kﬂ]

4) Risolvi le seguenti disequazioni goniometriche lineari:

a) senx+cosx>1 [2kﬂ<x<§+2kﬂ]

b) senx+cosxsx/5 [OxOR]

c) cosx+\/§senx<\/§ [—%ﬂ+2kﬂ<x<§+2kﬂ]
2

d) v3cosx—senx++/3>0 =7+ 2k < x <~ g+ 2]
7l 71

e) 2005x+2senx2\/§+1 [g+2k7TSng+2kﬂ]

f) senx+cosx>-2 [OxOR]
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5) Risolvi le seguenti disequazioni goniometriche (omogenee o riconducibili ad omogenee) di 2°
grado in seno e coseno:

a) 3sen’x—cos’ x>0 [§+kﬂ<x<%ﬂ+kﬂ]

b) sen’x —senx[dosx <0 [kﬂ<x<§+kﬂ]
2 7 7l

c) x/gcos x+cosxBenx >0 [—g+kﬂ<x<5+kﬂ]
2 2 1 7l 71

d) 2sen x—\/gsenx[]tosx—cos x<§ [—g+kﬂ<x<§+kﬂ]

e) 4sen’x —+3senxBosx+cos’ x<1 [lestg+k7T]
) ) 7l 71

f) 2sen x+\/§senx[}osx—cos x>2 [§+kﬂ<x<5+kﬂ]

6) Risolvi le seguenti disequazioni goniometriche:

a) 2COSZ£—S€I’12£>1S€I’12X [—£+2kﬂ<x<£+2kﬂ]
2 2 2 2 2

b) (senx+cosx)22c052x [leSxS%lT+k7T]
7l 7l 7l 3 5

c) t1g2x—3tgx<0 [k7T<x<g+k77[]Z+k77<x<E+kﬂDZﬂ+kﬂ<x<gﬂ+kﬂ]

senx —CoS X

dd ——>0
) 2cos’ x—1
3 5 5 7
[=m+2km<x<—m+2kmd—m+2km< x <—71+2kiT]
4 4 4 4
o) — M <o (3 74 2k7T< x < 714 2h7 0 L 714 2k77< 3 < 277+ 2K7T]
senx +cos x 4 4
tg°x—1 7l 7l 3
=—>0 [—+km<x<—+kmO—m+kr<x<im+ k]
sen2x 4 2 4
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SCHEDA DI VERIFICA
DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE

Risolvi le seguenti disequazioni goniometriche:

7l 5 25
1. 2cos(x—=) <3 2T+ 2kIT< x < T+ 2k7T
= 1 ST ]
2 n 7l 2 4
2. 4sen“x<3 [—g+2kﬂ<x<§+2k7TD§ﬂ+2kﬂ<x<§ﬂ+2kﬂ]
5 7l 7l
3. g x—\/gtgx>0 [g+k77<x<77+k77, x¢5+kﬂ]
5 2 2
4. 2+3cosx=2sen“x-—1 [—§ﬂ+2kﬂSxS§ﬂ+2leDx=7T+2kiT]
) 7l n 3 5
5. 2cos“x—-cosx<0 [§+2kﬂ<x<5+2kﬂD§ﬂ+2kﬂ<x<§ﬂ+2kﬂ]
6. ﬁsenzx—cosx<0 [£+2kﬂ<x<£+2k7TD§ﬂ+2kﬂ<x<zﬂ+2k7TD
tg x—1 6 4 4 6
5 7 3
—TT+2kT< x <—71+2k7T, x # — 1T+ 2k 7T]
4 4 2
7. sen(x+ ) +3cos(x+ ) >1 (-2 +2km<x<+2um)
3 3 2 6
8. ~/3sen2x>2cos’x—2 [k7T<x<§7T+le]
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1) cosx > —l
2

1
2) senx > ———
V2
3) tgx > 1
V3

4) sen2x >73

5) tg2x<-1

6) 2sen’x —senx <0
7) 3tg*x—1<0

8) 2cos’ x=1>0

9) tg’x—1gx <0

10) cos® x—sen’x >0
11) senx—cosx <1
12) senx—\/gcosx<0

13) senx —cos x >0

Disequazioni goniometriche

SCHEDA PER IL RECUPERO
DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE

|

[2/<n< X <%T+ 2k

okm<x<T v O
4 4
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[—§7T+ 2k < x <%77+ 2k7T:|

—7—T+2k7T<x<§7T+2/<IT
4 4

{—7—7+kﬂ<x<7—T+k7T
6 2

7—T+k7T<x<7—T+k7'[
6 3

_7_T+k7_T<x<_7_T+k7_T
4 2 8 2

O %n+ 2kT< x < T+ 2kIT

{—7—7+kﬂ<x<7—T+k7T
6 6

%n+ 2kr< x<%n+ 2k

[kﬂ<x<§+kﬂ

—]—T+kﬂ<x<7—T+k7T
4 4

[— T+ 2kﬂ<x<g+2kﬂ

[—%IT+ 2kmr< x <%T+ 2k

7—T+2/<7T<x<§7T+2k7T
4 4 |



